Chapitre 19 : Applications linéaires

‘Applications linéaires

Exercice 1: Dire si les applications suivantes sont linéaires ou non:

R*> — R
L f: [ KX] - K
{(I’y) vy 4'9”'{ P~ P(0)+P()

R? — R
2-9:{ [ ¢R,C) — R
27(£RT x+Ry+5 5.¢.{ F o Re(£(0))
_>
. ’ 1 . RN — R2
5h f H/ f)de 0 ’Y'{ (un)nen = (u1,uo)
0

Noyau et image d’une application linéaire‘

. . R* —» R*
Exercice 2: Soit f : { (2,9, 2,1) = (2 + 1,0, 2, 2)
1. Déterminer Ker(f) et donner en une base.

2. Déterminer Im(f) et donner en une base.

Exercice 3: Soient f et g deux endomorphismes de F. Montrer que

go f=0<TIm(f) C Ker(g).

Exercice 4: Soit F un K-espace vectoriel. Soit f € Z(F).
1. Montrer que Ker(f) C Ker(f?).
2. Montrer que Im(f?) C Im(f).

3. Conjecturer puis démontrer une généralisation de ce résultat.

Exercice 5: [*] Soit E un K-espace vectoriel.
Soit G un sous-espace vectoriel de E. Soit A = {u € Z(E), G C Ker(u)}.
Montrer que A est un sous-espace vectoriel de Z(FE).

Exercice 6: Soit I' : {

¢*([R,R) — ¢=(R,R)
o= f"=2f+f

1. Montrer que I' est un endomorphisme de (R, R).

2. Déterminer son noyau. I' est-il un endomorphisme injectif ?
R?2 — R2
Exercice 7: Soit f:
Montrer que f est un automorphisme de R2.
P - PX+1)—P(X-1)-2P(X)
Mountrer que f est un automorphisme de Ro[X].

Exercice 8: Soit f:

Ry[X] — R3

Exercice 9: On considere 'application & : { P —s (PQ1),P(1),P"(1))

1. Démontrer que ® est une application linéaire et calculer Ker(®).

2. En déduire que ® est un isomorphisme.

Composition d’endomorphismes

Exercice 10: Soit £ un K-espace vectoriel, et soit u € .Z(F) tel que u® = 0.
Montrer que idg — u est bijective et donner sa bijection réciproque.

Exercice 11: Soit E un K-espace vectoriel. Soit f € .Z(E).

Montrer que Ker(f —idg) C Ker(f? —idg) et que Ker(f +idg) C Ker(f? —idg).

Exercice 12: Soit E un K-espace vectoriel. Soit u € Z(F), u # 0 tel que
IJneN, u"=0etu" ' #£0

On dit que u est un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotence n.

1. Soit x € E tel que u" ! (x) # 0.
Montrer que la famille (z, u(z),u?(x),...,u" " (z)) est libre.

2. Montrer que u n’est pas injectif. u est-il surjectif?

3. Factoriser idg — u", puis en déduire que idg — u est un automorphisme de E.
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Projections et symétries‘

R? — R2
(z,y) = g(—2 + 2y, —22 + 4y)
Montrer que f est la biilip par rapport a billip parallelement a biiiip.

Exercice 13: Soit f: {

Exercice 14: Soit F un K-espace vectoriel. Soit p un projecteur de E.
1. Montrer que ¢ = idg — p est aussi un projecteur de F.
2. Comparer Ker(p), Ker(q), Im(p) et Im(q).
Exercice 15: Soit F un K-espace vectoriel.
Pour chaque condition, déterminer les projecteurs p de E la vérifiant.
1. 2p est un projecteur 2. 2idg — p est un projecteur 3. Ker(p) = Im(p)
Exercice 16: Soit E un K-espace vectoriel. Soit f € .Z(E) tel que f2—3f+2idg = 0.
1. Montrer que f —idg et 2idg — f sont des projecteurs.

2. Montrer que E = Ker(f — idg) ® Ker(2idg — f).

Exercice 17: On considere les sous-espaces vectoriels de R? suivants :
H={(z,y,2) €ER* /o +y+2=0} et L =Vect((1,2,3))

Démontrer que R® = H @ L. Déterminer ensuite I'image d’un vecteur de R? par la
symétrie par rapport a H parallelement a L.

Exercice 18: On considere le R-espace vectoriel E des fonctions deux fois dérivables
de R dans R. On pose :

F={feE/f"=f} G={feE/f0)=f(0)=0}
1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de F.
Déterminer une base de F.

Montrer que F' et G sont supplémentaires dans FE.

Ll

On note 7 la projection sur F' de direction G.
Exprimer simplement 7(f), pour tout f € E.

Exercice 23: Soit n € N. Soient ag, aq, ..

‘Théoréme du rang‘

Exercice 19: Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soit u € Z(E) tel que u® = 0. Montrer que rg(u) + rg(u?) < dim(E)

Exercice 20: Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soit (f,g) € Z(FE)? tel que f + g soit bijectif et go f = 0.

1. Montrer que rg(f) < dim(E) — rg(g).
2. Montrer que, pour f et g quelconques, rg(f + g) < rg(f) +re(g).
3. En déduire que dim(FE) = rg(f) + rg(g)-

Exercice 21: Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soient f et g deux
endomorphismes de E tels que £ = Im(f) 4+ Im(g) = Ker(f) + Ker(g). Démontrer
que rg(f) +rg(g) = dim(E). En déduire que les sommes ci-dessus sont des sommes
directes.

Equations linéaires

Exercice 22: Déterminer ’ensemble des solutions des probleémes suivants en les
considérant comme des équations linéaires.

rT+y+z =1
(Ey) : 20 —y+32z =2 (Ey):y'—y=ch(x) (F3):upni2=—2(tupr1+up+1)
3z —3y+52z =3

Les équations (E1), (E2) et (E3) sont d’'inconnues (x,y,2) € R?, y € €°(R,R) et
(tun)nen € RY respectivement.

.,y € R deux a deux distincts.
Montrer que si bg, by,...,b, sont n + 1 réels quelconques, alors il existe un unique
polynéme P € R, [X] tel que Vi € [0;n], P (a;) = b;.

Formes linéaires et hyperplans‘

Exercice 24:

1
Soit H l’ensemble des fonctions f € € ([0, 1], R) telles que / f()dt =o.
0
Montrer que H est un hyperplan de %([0, 1], R), et en donner un supplémentaire.
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